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Abstract
On croit en ge´ne´ral que la the´orie topologique dans un espace se de´veloppe en relation avec la
proprie´te´ topologique de l’espace conside´re´. Cependant, si l’on envisage les notions utilise´es pour
e´tablir la the´orie, on voit sans peine qu’il y a deux espe´ces de notions, c.-a´-d. que les unes sont en
relations intimes avec la topologie de l’espace et les autres, presque inde´pendantes de la topologie
de l’espace. Par exemple, la notion d’un ensemble ferme´ est bien de´finie en relation intime avec la
topologie de l’espace conside´re´ et la notion de l’ensemble mesurable ßse rapporte certainement a´ la
puissance ℵ0 , mais il sera plus naturel de dire qu’elle est presque inde´pendante de la topologie de
l’espace. Pour mettre en lumie`re ce que nous avons rapporte´ plus haut, nous montrons un exemple.
Si l’on regard l’ensemble dit homogenen Normaltypus ηξ comme un espace dans lequel, comme
toujours, les voisinages d’un point x sont d’intervalles ouverts contenant le point x, alors, comme
on le voit sans peine, la SQ1nme de nombre de´nombrable d’ensembles ferme´s l’est e´galement; par
conse´quent, dans cet espace la notion de l’ensemble Fσ au sens usuel n’a aucun sens essentiel, et
on voit que dans cet espace l’ensemble correspondant a` l’ensemble Fσ doit eˆtre de´fini comme une
somme de la puissance ℵξ d’ensembles ferme´s. Originellement, la topologie prend sa source a` la
notion de la. limite et il me semble donc qu’il est naturel de de´velopper sa the´orie en relation avec
la structure de la limite dans l’espace que nous avons en question. Soient R un espace υ introduit
par M. Fre´chet et χ un point de· R. Alors, il y a plusieurs familles de voisinages du point χ telles
qu’elles sont e´quivalentes deux a` deux, et de plus il y a une famille telle que sa puissance est la plus
petite parmi celles de toutes les familles. De´signons respectivement par {V(χ)} et ℵ(χ), la famille
et sa puissance. Cela pose´, si un syste`me ordonne´ de points {χχ} converge vers le point χ, alors,
comme on le sait, on peut convenablement extraire un syste`me {χv(χ)}, se composant de points
de {χχ} et ordonne´ suivant l’ordre de l’ensemble {V(χ)} de leurs suffixes, tel qu’il converge
vers le point χ; ce qui Inontre que la convergence vers le point x peut eˆtre e´crite par le mot de la
convergence d’un syste`me ordonne´ de la puissance ℵξ(χ). Par conse´quent, si la puissance ℵξ(χ)
est inde´pendante du point x de l’espace conside´re´, nous pouvons e´crire la topologie dans l’espace
par le mot de la conver, gence d’un syste`me ordonne´ de la puissance ℵξ. Ainsi, on peut dire
que l’espace jouit en un sens de la structure uniforme par rapport a` la limite. De plus, quoiqu’un
espace conside´re´ R ne soit pas a` structure uniforlne en ce sens enonce´ plus haut, s’il est quantitatif,
la puissance d’ensemble de suffixes de voisinages est inde´pendante de points de l’espace et, par
suite, on peut conside´rer que l’espace est a` structure unifonne par rapport a` la lilnite. Ainsi, il
sera naturel que, dans l’espace quantitatif, la notion ayant des relations avec une puissance doit
eˆtre de´finie en relation avec la puissance de 1’ensemble des suffixes, et, en effet, on pourra voir
dans §5 que la puissance joura un roˆle important dans tel espace. Dans ce travail, nous traitons
principalement pour abre´ger les espaces quantitatifs dans lesquels chaque voisinage est ouvert.
Le premier objet de cet article est d’excepter des notions ayant des relations avec la puissance
ℵ0 dans le sens conventionnel, et le deuxie`me, de de´montrer un traitement naturel sur quelques
affaires fondaInentales dans la topologie. Nous traiterons les espaces quantitatifs dans §5 et les
espaces a` structure uniforme dans §6.
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Introduction.
On croit en général.que la théorie topologique dans un espace
se développe en relation avec la propriété topologique de l'espace
considéré. Cependant, si l'on envisage les notions utilisées pour
établir la théorie, on voit sans peine qu'il y a deux espèces de notions,
c.-à-d. que les unes sont en relations intimes avec la topologie de l'espace
et les autres, presque indépendantes de la topologie de l'espace. Par
exemple, la notion d'un ensemble fermé est bien définie en relation
intime avec la topologie de l'espace considéré et la notion de l'en-
semble mesurable ~ se rapporte certainement à la puissance ~ 0 ,
mais il sera plus naturel de dire qu'elle est presque indépendante de
la topologie de l'espace.
Pour mettre en lumière ce que nous avons rapporté plus haut,
nous montrons un exemple. Si l'on regard l'ensemble dit homogenen
Normaltypus r;~I) comme un espace dans lequel, comme toujours, les
voisinages d'un point x sont d'intervalles ouverts contenant le point
x, alors, comme on le voit sans peine, la SQ1nme de nombre dénomb-
rable d'ensembles fermés l'est également; par conséquent, dans cet
espace la notion de l'ensemble Fu au sens usuel n'a aucun sens es-
sentiel, et on voit que dans cet espace J'ensemble correspondant à
l'ensemble F lr doit être défini comme une somme de la puissance ~'Z~.
d'ensembles fermés.
Originellement, la topologie prend sa source à la notion de la.
limite et il me semble donc qu'il est naturel de développer sa théorie
en relation avec la structure de la limite dans J'espace que nous
avons en question.
Soient R un e~pace v introduit par M. Fréchet et x un point de·
R. Alors, il y a plusieurs familles de voisinages du point x telles
qu'elles sont équivalentes deux à deux, et de plus il y a une famille
telle que sa puissance est la plus petite parmi celles de toutes les
familles. Désignons respectivement par {V(X)} et ~~(x), la famille
1) L'ensemble dit homogenen NormaItypus r;~ est un ensemble linéairement ordonné
tel que son chaque point est un (ù~Û)t -élément, où (ù~ est un nombre régulier.
Cf. F. Hausdorff, Meogenlehre. Leipzig (1914), en particulier pages 142 et 179.
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-et sa puissance. Cela posé, si un système ordonné de points {x~}
-converge vers le point x, alors, comme on le sait, on peut convena-
blement extraire un système {xvez)}, se composant de points de {xœ}
·et ordonné suivant l'ordre de l'ensemble {V(x)} l) de leurs suffixes, tel
-qu'il converge vers le point x; ce qui Inontre que la convergence
vers le point x peut être écrite par le mot de la convergence d'un
'syst~me ordonné de la puissance ~.~(x). Par conséquent, si la puis-
sance ~ ~(x) est indépendante du point x de l'espace considéré, nous
pouvons écrire la topologie dans l'espace par le mot de la conver-
,gence d'un système ordonné de la puissance ~ ~ . Ainsi, on peut dire
,que l'espace jouit en un sens de la structure uniforme par rapport à
la limite.
De plus, quoiqu'un espace considéré R ne soit pas à structure
uniforlne en ce sens enoncé plus haut, s'il est quantitatif2), la puis-
sance d'ensemble de suffixes de voisinages est indépendante de points
·de l'espace et, par suite, on peut considérer que l'espace est à struc-
ture unifonne par rapport à la lilnite. Ainsi, il sera naturel que,
dans l'espace quantitatif, la notion ayant des relations avec une puis-
sance doit être définie en relation avec la puissance de 1'ensemble
des suffixes, et, en effet, on pourra voir dans § 5 que la puissance
joura un rôle important dans tel espace.
Dans ce travail, nous traitons principalement pour abréger les
espaces quantitatifs dans lesquels chaque voisinage est ouvert. Le
premier objet de cet article est d'excepter des notions ayant des
relations avec la puissance~.o dans le sens conventionnel, et le
deuxième, de démontrer un traitement naturel sur quelques affaires
fondaInentales dans la topologie. Nous traiterons les espaces quanti-
tatifs dans § 5 et les espaces à structure uniforme dans § 6.
§ 5. Les espac es quantitatifs.
Dans la suite, nous supposons que la famille {Va:(x)} des voisi-
nages d'un point x d'un espace R remplisse les conditions suivantes:
1. XE Va;(x), quels que soient XE R et œ E A.
2. Tout voisinage Vil' (x) est ouvert dans respace R.
1) À une famille d'ensembles {A!} nous pouvons introduire un ordre de façon que
lkf1 2.M2 équivaut à J1.1icM2 , quels que soient deux ensembles A:fl et M2 de la famille.
2) Un espace v est appelé quantitatif, lorsqu'il existe une fonction univoque (p d'un
·ensemble de suffixes A sur chaque famille de voisinages de chaque point de l'espace.
Voir notre article: Sur les espaces à structure uniforme. Jour. of the Faculty of
Science Hokkaido Imp. Univ., Ser. J, Vol. X (1943). P.180.
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En premier lieu, nous définirons un ordre relatif à un point x
-parmi les éléments de A par l'équivalence, en symboles logiques,
Alors, comme on le voit, l'ensemble A sera considéré comme un en~
semble ordonné et nous le désignerons brièvement par ~l",. L'ordre
de ~:II est évidemment dépendant du point x. De Inême, si nous
définirons un ordre parmi les éléments de A par l'équivalence:
[S L lX] .==. [Vjl(x) c Va;(x), quel que soit XE Rj,
nous obtiendrons un ensemble ordonné et se cOlnposant des éléments
de A, et nous le désignerons par ~t
Dans ce cas, il est évident que ~{.., et ~f ne sont pas nécessaire-
ment des ensembles filtrants à droite. Quoique tous les ~l., aient
des ensembles filtrants à droite, ?l( n'est. pas nécessairement d'ensemble
filtrant à droite.
Par rapport aux ensenlbles ~c, et ~r, on a évidemment les
lhéorème 1. (1). ~{:Jl est un ensemble filtrant à droite dans le cas
et le seul cas où R est additif, c.-à-d. où R vérifie la condition suivante:
Pour deux suffixes quelconques lX et {j, il existe un suffixe r dé-
pendant de lX et de (3 et de x, t.el que Vj'(x) C V~(x) . Vfl(X).
(2). Pour que ~{ soit un ensemble filtrant à droite, il faut et il
suffit que, quels que soient deux suffixes lX et {j, il existe un suffixe r,
dépendant de lX et de {3 et indépendant de x, tel que V·AX) c V:,.(x) . V;q(x).
Dans la suite nous appelons monotone l'espace R vérifiant la con-
dition (2) du théorème 1.
Théorème 2. Quels 'que soient deux suffixes a et [3,
{3 ~ a- (~() 1) entraîne [3 ~ il: (~{"').
Théorème 3. ~l est aussi effectif pour la convergence que ~(}),
c.-à-d. on a ~(L ~rs2), quel que soit x.
En effet, si l'on définit deux fonctions: a: = ç'(a:) de i>(" dans ~(
1) Le symbole f3 ~ œ (Vr) signifie que (~ ~ œ suivant l'ordre de ~t
2) Soient ~f et ~ deux ensembles ordonnés. S'il existe deux fonctions (1' = <pU:!) de 'n
dans ~( et f3 = 1f}(a) de \Il dans lB telles que a ~ <p(fJ) (~!) entraîne 'I,!J(œ)~ fJ (~), alors \lI est
dit aussi effectif pour la convergence que lB et nous le désignons par ~(~m. Voir
J. W. Tukey, Convergence and uniformity in topology. Annals of Mathematics studies,
No.2, Princeton (1940), p.25.
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et œ = 'fr(a) de ~{ dans ~I:>r' alors il vient du théorème 2 que œ:2: ço((j}
('tl) entraîne ,,!,.(œ) :2: [3 (~r:ll)' c.q.f.d.
Théorème 4. Soit {xa:} un système de points, où il: parcourt W.
Alors, il se trouve que:
(1) si {xx} -+ Xl), alors {xal } ~ x,~l:r. h
(2) si ~ x } ---~ Xl) alors {x } --+ x.
l al w' a: ~r:.
Cette démonstration est presque évidente selon le théorème 2.
Théorème 5. Soit {xa:} un système tel que {xa:} --~x. Il existe
91
alors un sous-systèlne~) de {xal } tel qu'il converge vers le point x.
En effet, étant {xœ} .._~ x, quel que soit œ, il existe un suffixe çn(a)\JI
tel que ço(a) ~ œ et Xip(a:) E Va:(x). Donc, en posant xa: = Xq;:al' il est
évident que le système {xa:} converge vers le point x; Ce qui montre
que le sous-système {xtp(a:)} de {xœ} converge vers le point x, c.q.f.d.
{ Xa:} -:-~ X on a x E ~ X a: •~L (l.
c.q.f.d.
Le théorème 6 montre que la topologie dans l'espace R peut être
écrite par le mot de la convergence des systèmes de ·points {xa:},
ayant les éléments de ~l comme leurs suffixes et ordonnés suivant
Yordre de ~r.
~( s'appelle le caractère de l'espace R et un système de points
Théorème 6. Pour un ensemble non-vide E, on a les équivalences
suivantes:
(1) [x E EJ .===. [Il existe un système de points {xal } cE tel que
{xœ} ~ x].
•C,
(2) [x E E] .==. [Il existe un systèlne de points {xœ} c E tel que
~xa 1- -+ x].
l - 2L
En effet, soit XE E. Alors, quel que soit a E ~r, il existe un point
Xa: appartenant à VOl(x)·E et, par conséquent, pour le système {xa:}
on a {xa:} c E et {xa:} -+ x. Et de plus, on a évidemment {xœ} -+ X~l", 91
du théorème 4.
Puis, supposons que {xœ} cE et {x n } -+ x. D'après l'hypothèse
'il!
D'autre part, étant {x OI } c E, il vient XE E,
1) Le symbole {xlt } -4> X (ou {XOI} _.•~ x) signifie que Je système {XOI} ordonné suivant
'lb, '21:n
J'ordre de '21:n converge (ou s'attroupe) vers le point X.
2) Un système {Xq;(OI)} est dit un sous-système de {XOI}, lorsque ~'(a) ~ il' pour chaque
œ.
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{Xa;} ordonné suivant l'ordre de ~r s'appelle un systèrne caractéristique.
Pour nécessité dans la suite, nous donnerons ici quelques défini-
tions:
1. Soit 5L~ un ensemble ordonné et soit x(~~) un système de
points, ayant les éléments de ~ comme leurs suffixes et ordonnés
suivant l'ordre de~. Quel que soit lt E ~r, s'il existe un point 17a tel
Que le sous-système x([-\)· Va;(xo;) de x(~3) est résiduel avec x(~i), alors
le système x(5!3) est dit fondamental.
2. Soit E un ensemble dans R. Si, pour chaque système carac-
téristique et fondamental x(i>l) c E, il existe au moins un des points
adhérents (qui appartient à E), alors l'ensemble E est dit à carac-
tère complet (en soi).
3. Si, pour chaque système caractéristique 17(ill) cE, il existe
au moins un des points adhérents (Qui appartient à E), l'ensemble
E s'appelle à caracti!re compact (en soi).
Dans la suite, nous convenous, sauf mention expresse du con-
traire, qu'un système x(~) est ordonné suivant l'ordre de 5S.
Théorème 7. Soit E un ensemble à caractère corI/pact (en soi) et
soit x(~r) cE. Alors, chaque sous-système confinal x(~l') de x(~l) possède
aussi au moins un des points adhérents (qui appartient à E).
Démonstration. X(~{') étant confinaI avec x (il{), il existe, pour
chaque suffixe a, un suffixe S(a) L lt tel Que xfl :etJ E x(~l'). Or, en posant
xa; = x13(Il')' le système {xet } est caractéristique et {xa } cE. Il existe
donc un point adhérent x (appartenant à E) de {x et }, et, par suite,
pour un voisinage Vo:(X) et un suffixe r il existe un suffixe 0 ~ 1 tel
Que Xô E Vo:(x); De plus, étant Xs = x13 (ô) et p«(~) ~ (; ~ r, il vient
Xfl(ô) E Va(x) et [3(0) L r. Ce Qui montre que x(~l') s'attroupe vers le
point f, c.q.f.d.
De même, on a le
Corollaire. Soit E un ensemble à caractère complet (en soi) et soit
x(~f) c E un système caractéristique et fondamental. Alors, chaque sous-
système confinaI de x(%{) possède au moins un des points adhérents
(appartenant à E).
Nous pouvons vérifier sans peine les
Théorème 8. Un ensemble à caractère compact (en soi) est à carac-
tère complet (en soi).
Théorème 9. Un ensemble fermé F dans un ensemble à carac-
5
Inagaki: Contribution &aacute; la Topologie II
Produced by The Berkeley Electronic Press, 2008
154: T AKESHI INAGAKI
tère c01npact en soi (ou un ensemble à caractère complet en soi) l'est
également.
Théorème 1o. Dans un espace de Hausdorff, un ensemble à carac-
tère complet en soi est fermé.
En effet, si XE: E, alors il existe du théorème 4 un système
caractéristique {XOl} cE convergeant vers le point x. Dans ce cas, le
système {xa:} étant évidemment fondamental, il possède selon l'hypo-
thèse au moins un point adhérent, soit y. On peut dire que x = y.
Si l'on suppose par contre que x =F y, il existe selon l'hypothèse deux
voisinages disjoints Va< (x) et V~(y) tels que le système {xa:} est rési-
duel avec lui-même dans Va:(x) et confinaI avec lui-même dans V t9(y);
C'est une contradiction, donc on a x = y. Par suite, on voit que
{Xa} possède un et un seul point adhérent x. E étant à caractèr~
complet en soi, on peut dire que le point X appartient à E, c.-à-d.
que E est fermé, c.q.f.d.
Théorème Il. Soit R un e"space à caractère compact. Supposons
qu'à chaque suffixe œ E ~{ corresponde un ensemble Fa fermé et 1Wll-vide
vérifiant la condition que (j 2 ct entraîne F~ c Fa • Alors, la partie com-
mune à tous les ense1nbles Fœ, n'est pas vide.
Démonstration. Soit Xa: un point de Fa" et considérons le système
caractéristique {xOI }. R étant à caractère compact, le système {xa}
possède au moins un des points adhérents, soit x. Alors, quels que
soient un voisinage V')'(x) et un suffixe (l~, il existe un suffixe li > a
tel que x~ E V..Ax). D'autre part, étant xf! E Fa< pour (j 2 a, il vient
Vy(x) . FOI =\= if>; d'où XE F"a, = Fa" que] que soit œ. Il vient donc
X E JI FOI' c.q.f.d.
a
Théorème 12. Soit R un espace à caractère complet vérifiant la
condition (Tt)1) et soit {Fa,} une famille d'enselnbles Fa" il' parcourant
~(, fermés et non-vides vérifiant les deux conditions:
1. F~cFœ, pour S~ œ.
2. Pour chaque œ il existe un- suffixe f3(œ) 2 a et un point ya, tels
que Ff!(IX)c Va(Ya<).
Alors, la partie commune aux ensembles Fa constitute d'un seul point.
Démonstration. Soit Xa E Fa: et considérons le système {x~}. Pour
1) La condition (TL*) signifie que: Quels que soient deux points distincts x et y, il
existe un suffixe Il' déterminé par x et y tel que au moins un des x et y n'est pas contenu
dans Vœ(z), quel que soi t Z E R.
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un suffixe œ il existe, selon l'hypothèse 2, un suffixe (1(a) 2 œ et un
point Yal tels que Ff3(cJ,)c V(1\(Y(1\). Par conséquent, il vient xy E Val(y",)
pour tout r ~ ~(a), car F",/c FfJ(œ) se trouve selon l'hypothèse 1; ce
qui montre que le système {xcJ,} est fondamental. Par suite, R étant
à caractère complet, il y a un point adhérent x de {xal } et, en suivant
l'idée usée dans la démonstration du théorème précédent, on peut
démontrer que le point x appartient à Fœ, quel que soit a. Il vient
donc x E TI Fœ, •
cJ,
Puis, supposons par contre qu'il existe un point distinct y de x
tel que x + y E il Fœ. Alors, selon la condition (Tt), il existe un
li.
suffixe (l' tel que Val(z) ne contient pas les deux points x et y en
même temps, quel que soit Z E R. D'autre part, pour ce suffixe a il
existe, selon l'hypothèse 2, un suffixe S(a) et un point Yœ tels que
Ff3(œ)c Va:(Y(1\); ce qui contredit au fait que x + yc JJ F(1\, c.q.f.d.
œ
Théorèm ~ 13. Dans un espace complet1) vérifiant la condition:
(Tt)2), si un système fondamental x(m) s'attroupe vers un point x,
alors le système converge vers le point x.
Démonstration. Soit x(m) un système fondamental s'attroupant
vers un point x et supposons par contre que le système ne converge
pas vers le point x. Il y a alors un voisinage Vœ(x) dans lequel le
système xCi~) n'est pas résiduel avec lui-même; par conséquent, le
sous-système x(~~) - Vœ(x) de x(~) possède au moins un des points
adhérents, soit y, et y n'appartient pas à Vœ(x) , puisque x(5B) - V/ll(X)
est aussi un système fondamental et l'espace R est complet. Etant
x dr y, il y a de l'hypothèse (Tt) un suffixe (j tel que V/i(z) est dis-
joint d'un au moins èes VfJ(x) et Vf3(Y) , quel que soit Z ER. Donc le
système XCi1) n'est pas fondamental et nous aboutissons donc à une
contradiction, c. q.f.d.
Théorème 14. Soit y = f(x) une fonction continue d'un espace
quantitatif x dans un espace quasi-accessible ~). Alors, pour que f(x)
soit continue à un point xo , il faut et il suffit que, pour chaque système
caractéristique {xa } convergeant vers le point xo , le système ordonné
{f(x~)} dans ID converge vers le point f(xo).
1) Un espace quantitatif est dit complet, lorsque, quel que soit un système fonda-
mental dans l'espace, il possède au moins un des points adhérents.
2) La condition (7;'*) signifie que: Soient x et )' deux points distincts. Il existe:
alors un suffixe œ déterminé par x et y tel que, quel que soit Z t R, le voisinage Va(z) est
disjoint d'un au moins des VQ\(x) et VQ\(Y).
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Démonstration. Soit f(x) co"ntinue à un point X J • Alors, pour
·chaque voisinage U(f(x lI)) il existe un voisinage Va (Xü) tel que
!(Va:(XII))C U(f(x lJ;). Or, COlnme {xa } converge vers le point XII' il est
résiduel avec lui-même dans VI/XII). Par suite {f(x(l\)} est aussi rési-
duel avec lui-même dans U(f(xo)). Ce qui montre que le système
{f(xaJ} converge vers le point f(x lI).
D'autre part, si f(x) n'est pas continue à un point x o, il existe
un voisinage U(f(xn)) tel que, pour chaque voisinage V(l\(XI\) , il y a un
point X(l\ E Va;(xo) de façon que f(xa) EU(f(xo) ). Si l'on considère le
système des points {xa;} ainsi définis, il est évident que le système
caractéristique {xa;} dans x converge vers le point Xo et f( {Xll\}) . U(f(xo) )
= f/J, donc le système ordonné {f(xll\)} ne converge pas vers le point
f(x,,), c.q.f.d.
Espace quantitatif-ex.ceptionnel. Un espace quantitatif R est dit
.exceptionnel, lorsque, pour chaque décomposition de ~( en puissance
inférieure à 'ffiL): ~l = ~ ~l .. , où T < ~ et les composantes WT ne sont
T i T
pas nécessairement disjoints deux à deux, il existe au moins une
,co~osante ~lT confinaI avec ~r. Par exemple, si ?l( est filtrant à droite
et ~ = .~~,(\, alors l'espace est exceptionneF).
Selon cette définition, nous aurons le théorème intéressant suivant:
Théorème 15. Dans url espace quantitatif-exceptionnel R, on a
les deux propositions équivalentes l'une l'autre.
(1) La som'me de puissance inférieure à ill d'ensembles fermés
est fermée. _
(2 ) Le produit de puissance inférieure à ill: d'ensembles ouverts
.est ouvert.
Démonst'!!!tio~. (1). Soit {Fo;-} une famille d'ensembles fermés,
où l' E T et T < fi. Posons F = h FT et soit x un point de F~ Alors,
TIT
il existe du théorèrr::e 6 un système caractéristique {xa } tel que
{Xll\} cF et il converge vers le point x. Cela posé, désignons par
{x~}'T l'ensemble des points X'll\ appartenant à Fo;- et par ~r7' l'ensemble
·des suffixes œ des points de {xa:L. Il est évident que ~r = :L; ~rT.
TIT
Or, l'espace étant quantitatif-exceptionnel, il y a un ensemble ~lT con-
1)
final avec ~r. Par conséquent, quel que soit un voisinage V/ll(x), il
1) E désigne, comme toujours, la puissance de l'ensemble E.
2) Cf. J. W. Tukey, lac. dt., p.14.
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vient V~(x)· {Xa}"u =\= 1>, puisque le système {XIII} converge vers le point
x. Il vient donc XE F-. F_ étant fermé, il vient XE F- ; d'où XE F.
'u '0 '0
Ce qui montre que F est fermé.
Il est presque évident que (1) et (2) sont équivalentes, c.q.f.d.
En tenant compte du théorème précédent, il sera naturel de dé-
finir, par exemple, la famille des ensembles boreliens comme suit:
La famille %des ensembles boreIiens est la plus petite famille·
assujettie aux conditions suivantes!):
1. Tout ensemble fermé appartient à ~.
2. Si un enselnble E appartient à ~, alors le complémentaire de
E appartient aussi à ~.
3. Soit {ET} une famille de la puissance ~1 d'ensembles apparte-
nant à~. Alors l'enselnble Tf E:..... lui appartient également.
La somme de la puissance ill d'ensembles fermés est dite un en-
semble F<, et le produit de la puissance ill" d'ensembles ouverts est
dit un ensemble Cil.
De même, nous dirons qu'un ensemble est de 1-re ~atégorie lors-
qu'il est considéré comme une somme de la puissance ill d'ensembles
non-denses, et un ensemble qui n'est pas de l-re catégorie est dit de
seconde catégorie.
Espace dans lequel un ensemble de (-re catégorie est frontière.
Comme on peut le voir aisément, on a le
Théorème 16. (1) Un ensemble de 1-re catégorie est contenu dans
un ensemble de 1·re catégorie et Fs •
(2) Un ensemble F: et frontière est de 1-re catégorie.
Nous convenons èans la suite que la puissance du caractère i>r de·
l'espace considéré est désignée par",,~!;, sauf Inension expresse du
contraire. Cela posé, soit ûJ." un nombre régulier arbitraire tel que
lJ)7j :;;, (J)~, où (,,~ est le n~mbre initial de la puissance ~. ~ . Prenons un
système de points {x,\} cE ayant les nombres ordinaux J. E fV(w,}) 2).
comme leurs suffixes et convenons que x.\ ~ Xf.L pour J. < I~ < llJ.". Si
tel système quelconque possède au moins un des points adhérents
(appartenant à El, alors l'ensemble E est dit parfaitement compact
(en soi, au sens bien ordonné.
-----_._---
1) En s'appuyant cette définition et les idées dues à M. M. Kuratowski et Mont-
gomery, nous pouvons développer la théorie analogue à celle de la fonction mesurable
m; Voir notre article, Contribution à la topologie III, qui paraîtra prochainement dans.
ce journal. .
2) W(,\) désigne, comme toujours, l'ensemble des nombres ordinaux inférieurs à À.
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D'après cette définition, on peut déduire le
Théorème 17. Pour un ensemble fermé F, les deux propositions
suivantes sont équivalentes:
(1) F est parfaitement compact en soi au sens bien ordonné.
(2) Soit {.p\} une famille du type f1 (~ lt)~) d'ensembles fer/nés et
1wn-vides dans F, ayant les nombres ordinaux À < f1 comme leurs suffixes,
telle que .p\ ::::JFIJ. si À < Il < a. Alors la partie commune à tous les
ensembles Flo. ll'est pas vide.
DéJnonstration. (1) -.. (2): En désignant par ûJ7J le nombre initial,
régulier et confina] avec W(a), on a W7J ~ f1. Il existe alors une sous-
famille {.P,) , (v E W(ltJ7J», de la famille telle que If F À = If F\/' Cela
posé, si nous considérons un système ordonné de points {xv}, où
.x" E F.\.,;, il s'attroupe vers un point x de F selon l'hypothèse (1) .
.D'autre part, comme on le voit, le système {xv} est confinai avec
.lui-même dans chaque Flo. ; il vient donc x E Plo. = FÀ • Par consé-
"li \1 \1
·quent, il vient Il F v = Il F>. =\= ifJ.À "li "li
(2) ~ (1): Si l'on suppose que F ne soit pas parfaitement com-
pact au sens bien ordonné, il existe alors un nombre régulier (J).7J (::;;: lt)~)
tel qu'il existe un système ordonné de points {x,,} et ne s'attroupant
vers aucun point de F, où Xlo. E F et). E W(w7J). En posant G = R - F, G
·est ouvert, puisque F est fermé. D'autre part, à chaque point x de F
correspond un voisinage Vœ(x) dans lequel la partie commune {x,d- . Vœ(x)
n'est pas confine] avec {xlo..}. Si l'on fait correspondre à chaque point
x de F l'un de tels voisinages V~(x), il existe alors un nombre le
plus petit Il < W7J de façon que chaque suffixe de point appartenant à
la partie commune {xA}· Vœ(x) est inférieur à I~. Dans ce cas, nous
dirons que l'ordre du voisinage V~(x) est I~ au plus et désignons par
glJ. la somme des voisinages de l'ordre fi. au plus. Si l'on pose
G.... = G + ~ glJ.' on a alors Fe ~ C)..; donc, en posant F lo.. = F- CÀ'
~~lo.. )..<~
la famille {Flo.. } des ensembles fermés, non-vides et contenus dans F
est du type lt>7J et FIJ. e F).. si À < fi. , et de plus, comme on le voit, il
-vient If Flo. = if;; ce qui montre que (2) entraîne (1), c.q.f.d.
Un espace R est appelé localement-parfaitement compact au sens
,bien ordonné à un point x, lorsqu'on peut faire correspondre au point
x un voisinage tel que sa fermeture est parfaitement compact au-·,
sens bien ordonné.
D'après cette terminologie, nous allons démontrer le
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Théorème 18. Dans un espace quantitatif-exceptionnel, régulier et
localement-parjaiteJnent compact au sens bien ordonné, un ensemble de
l-re catégorie est frontière.
Démonstration. Soit E un ensemble de l-re catégorie et soit E
:= ~ N l. où N l. sont d'ensembles non-denses. Quel que soit un en-
.\ «"~
semble G ouvert et non-vide, il s'agit de démontrer que G - E * cP.
Or, No étant non-dense et R étant régulier et localement-parfaite-
ment compact au sens bien ordonné, il existe un point Xli E G - Nil et
un voisinage Va; (II) (xo) tels que Va~it)(x,,)cG - Nt) et la fermeture de
V(l':O) (xll ) est parfaitement compact au sens bien ordonné. Ceci étant
établi, supposons que, pour tous les nombres /t <!J inférieurs à
,{ « wÛ, deux points xlL et X)/ et leurs voisinages Va(/L)(x,J et Va 0,,/; (Xli)
sont déj3. définis tels que Va:,.)(x..,) C Va~)(xIJ.) et Va (IL) (XIJ.) C Va(II)(XO) - ">~ NiL.
;;. :IJ.
Cela posé, nous définirons pour J. un point Xl. et son voisinage Va<.dx.J
comme suit:
Si J. est un nombre isolé, nous pouvons prendre un voisinage
Va;(l.)(xA) tel que
Si ,( est un nombre limite, le produit Il Var,,'(X..) contient le pro-IL <À ,r-, ...
duit JI Vœ'IL+I)(XIL+1) et celui-ci n'est pas vide selon l'hypothèse et leIL+l<lI. '
théorème 17; par conséquent, celui-là est ouvert et non-vide selon le
théorème 15. Par suite, on peut choisir un point X.\ et son voisinage
Va·",\) (Xli.) tels que ~t:À) (xÀ) c /!>.. Vn:(fL,(,X",J - N l. •
Ainsi nous avons défini la famille des ensembles Va:>.) (X>.), (J. <: (I)~),
et par conséquent on a selon (2) du théorème 17 que G - E:::>
JI Va(.\)(x,\):::J " Va(.\+I)(X)"+l) =\= !/J, c.q.f.d.
À <(.,~ À + 1 <w~
En suivant les idées dues à M. Kuratowskjl), nous pouvons déduire
du théorème plusieurs lemmes que nous donnons sans démonstration
ci-dessous.
Lemme 1. Le cOlnp/émentaire d'un ensemble de l-re catégorie }l'est
pas de l-re catégorie.
Lemme 2. Soit {E..}, où t" E T et T <"fi, une famille de puissance
< m d'ensembles Gri et denses. Alors la partie com·mune If E-; l'est
également.
1) C. Kuratowski, Topologie l, Warszawa, (1933).
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Lemme 3. Un. ensemble GIl et de 1-re catégorie est non-dense.
Lemme 4. Un ensemble Fs et Grl est développable.
Lemme 5. Soit R un espace dense en soi et décomposable en puis-
sance ct d'ensembles fermés: R = ~F'r" Si l'ensemble E·P-r est claire-
seJné pour chaque -:, l'ensemble E l'est égalenzent.
Lemme 6. Soit E un ensemble dense en soi et non-vide dans
l'espace l et soit y = f(x) une fonction continue de l dans un Tl·espace
~) tel que la fonction partie f(x lE) est biunivoque. Alors la_puissance
de l'ensemble des valeurs de la fonction f(x) est supérieure à ill.
Ensemble (totalement) borné. Si l'on désigne par Sll\(X)l) un voisi-
nage stelliforme d\ln point x, il y a alors l'équivalence
[y E Sœ(X)] .==. [x E Sa:(Y)].
quels que soient deux points x et y. En employant cette relation~
nous pouvons définir une notion dite filet--~-;
a
Etant donné un ensemble E, nous considérons un sous-ensemble
Da de E tel qu'il satisfait aux deux conditions suivantes:
1. Quels que soient x et y deux points distincts de Da:. on a
y ESa/x).
2. Quel que soit un point x E E, on a Sa:(x), Dll\ * ifJ.
Tel ensemble Da; s'appelle filet-~ dans E.
a
Ensuite nous définirons la notion dite un ensemble borné (ou un
ensemble totalement borné). Soient E un ensemble et lt un suffixe.
L'ensemble E est dit borné (ou totalement borné), lorsqu'il ~e laisse
décomposer ·pour chaque a en de puissance inférieure à ill (ou en
nombre fini) d'ensembles tels que:
E -= ~ E~, (1' < i/l), et X T E E:c S(l(x~) et XT ' ESa:(xT ) si .. *.',
T T
(ou E = Ele(, + E 2a: + + E,~ro' Xi E E;"i C Sa;(xJ pour i = 1,2, """, net
et x j ESa:(x1) si i ~ j).
Ces pr21itninaires étant posés, on a le
Théorèm~ 19. Pour qu'un ensemble E soit borné, il faut et il
suffit qu'à chaque a corresponde dans E un filet-~ Da tel que Ve(, < ~L
ll:
1) Pour un ensemble E, le symbole Sx(E) désigne la somme des voisinages Vll\(z) tels
que Va;(z)'E=\=~,quel que soit z' R.
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Démonstration. En effet, par définition, E étant borné, on a pour
chaque a une décomposition de E telle que:
E = ~ E:', ('1' < 21); x,. E E:.c Sfi,'XT ) et X T ' ESa;(x...) si -r' =\= ••
, t- '/'
Alors, en posant DO" = ~ X" il en résulte que l'ensemble Da est un
1 T' T =
filet-- dans E et dont la puissance est < ~l.
a
Réciproquement, supposons qu'à chaque suffixe li corresponde dans
E un filet~-~ Da; de puissance inférieure à ~, soit Da; = 2..: XT • Cela
a ... ' T
pesé, si J'on considère les voisinages stelliforn1es SO"~x.), (-r ET), comme
on peut le vérifier facilement, on a Ec ~ Sa/xT ). Donc, en posant
T , T
E:' = E Stt(x... ), on a une décompositions de E: E = ~E:, X T E E~a c Sa;(xT )
et x':-. E SIl\(x'j) si -r =\= .', c.q.f.d.
Théorème 20. (1) Un ensemble compact E au sens de M. Fréchet 1)
est totalement borné.
(2) Dans un espace tel que son caractère i>( 1/'a aucun élément
maximul11, un ensemble à caractère compact E est borné.
Démonstration. (1): Supposons par contre que E ne soit pas
totalement borné. Alors, il y a un suffixe a: I?Qur lequel l'ensemble E
peut être décomposé de façon que E = ~ E~', (1' > ~ 0), X T E E: cS, (x T )
,t T
et XT ' ESa\(x,) si -:' ~ !". En désignant par {y,,} un ensemble dénomb-
rable de points distincts et extraités de l'ensemble {x,}, (-: ET), la
suite {y,,} possède, par l'hypothèse, au moins un des poü1ts adhérents,
soit y. Alors, pour le voisinage VaJy) il y a au moins deux points
distincts y", et y" tels qu'ils appartiennent à Va(y); par conséquent,
on a Yi' E Sro(y",). Ce qui contredit au fait que Y., E8a\(Y,.,) si y", =F Y".
(2). De même, si l'on suppose que E ne soit pas borné, il existe
un suffixe a pour lequel l'ensemble E peut être décomposé de façon
que:
E= ~E,cI" (T~ili); XTEE,acSa,{XT) et X'T'ESa;(XT) si ,,=\=,'.
'TI:T
En désignant par {Ya}, (a E ~1), un ensemble de points distincts de
{XT}' (r ET), pour le système caractéristique {Ya} il y a, par l'hypo-
1) Un ensemble E est dit compact au sens de M. Fréchet lorsque chaque suite {x,d
de points de E possède au moins un point adhérent.
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thèse, au moins un des points adhérents, soit y. Alors, pour le voisi-
nage Va (y) il y a au moins deux points distincts Yt3 et Y'Y tels qu'ils
appartiennent à Va(y); par conséquent, on a Yj:l E S~(Y'Y). Nous aboutis-
sons donc à une contradiction, c.q.f.d.
Ensemble connexe. Soit {Xi}, (i = 1, 2, ... "', n), une suite de
nombre fini de points d'un ensemble E tels que Xi E S~(Xi+l), nous
dirons alors qu'elle est dans E une chaîne-~ enchaînant les deux
a
points X\ et X'l. S'il existe dans E une chaîne.~ enchaînant deux
a
points quelconques de E, l'ensemble E s'appelle enchaîné-~.
Cl'
Il est évident que, quel que soit un point de E, s'il est enchaîné
dans E par une chaine--!:.- d'un point déterminé de E, alors E lui-
a
même est enchainé-~. En particulier, si E est enchaîné-~ pour
a a
tout (Y, E est dit enchaîné·O.
Désignons par Ko,Jx) l'ensemble des points qui sont enchaînts par
une chaîne-~ d'un point X et nous l'appelons conlposante-~ con-
a a
tenant le point x. Nous dirons de plus que la partie commune II I(~(x)
ct, ~(
est composante-O contenant le point x et le désignerons par ~,(X).
Cela posé, nous allons démontrer le
Théoèrme 21. (1) La composante Ka(x) est jernzée et ouverte, quel
que soit ll'.
(2) Si un espace R est connexe, alors il est enchaîné-O.
DénwnstratioJl. (1). Soit y un point de I(~(x). Il existe alors
une chaîne- 1 qui enchaîne les points X et y, et de plus on a
a
V",(y) c Sa;(Y) selon la définition de Sa:(Y); d'où Vœ(y) C [<a:(X), Il en
résulte que }(a:(x) est ouvert.
D'autre part, si y E ](a,(X), on a VI\(Y}' Krt(x) =F 1>. Par conséquent.
il y a un point Z E Va;()')' I(a:(x) tel que x et z sont enchaînés par une
chaîne- 1 et y E Sa,(z); ce qui montre que y E Ka;(x). Donc, Ka;(x) est
a
fermé.
(2). Quels que soient XE R et a, Ka(x) est ouvert et fermé
selon (1). R étant connexe, on a donc Ka,(x) = R, et par conséquent
il vient Ko(x) = R, c.q.f.d.
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Théorème 22. Dans un espace vérifiant la condition (Ti), pour
qu'un ensemble à caractère compact en soi soit connexe, il faut et il
suffit qu'il soit enchaîné-O.
Démonstration. Si l'on considère l'ensemble donné comlne un
espace, il est enchaîné-O selon (2) du théorème précédent. Par consé-
quent, il est suffisant de démontrer qu'un ensemble non-connexe et à
caractère compact en soi F ne soit pas enchaîné-O.
Or, F n'étant pas connexe, par définition, F se laisse décomposer
en deux ensembles non-vides, fermés et disjoints, soit F = Ft + F~ et
Ft .F~ =,p. Ft et F'!. étant fermés dans F, ils sont aussi à caractère
compact en soi selon le théorème 9.
Maintenant, supposons par contre que, quel que soit œ, deux points
quelconques de F soient enchaînés par une chaine. 1__ dans F. Alors,
œ
comme on le voit, il existe deux points Xa; E F l et Y'l E F'l. tels que
Yal E Srr(xa:), (l1: E ~l). Fi étant à caractère compact en soi, le système
ordonné {xa:} s'attroupe vers un point XE F L • Par conséquent, selon
le théorème 5 il existe un sous-système {Xq>(lX)}' (y?(ll:) 2: a), de {xa:} tel
qu'il converge vers le point x. En posant xa: = Xl,O:a:) , le système {xa;}
converge vers le point x. Puis, considérons le système confinaI {Y<P(a:)}
de {Ya} et si l'on pose J'a; = YIp(a:) , le système caractéristique {.val}
s'attroupe vers un point y de F 2 , puisque ~ est à caractère compact
en soi.
Comme l'espace considéré vérifie la condition (T~*), il y a un
suffixe ;1 dÉpendant de x et de y tel que, pour un point arbitraire
z E R, le voisinage V13 (z) est disjoint d'un au moins des Vf3(X) et Vf3 (y).
D'autre part, comme {xa:} converge vers le point x et {Yll,} s'attroupe
vers le point y, il existe un suffixe a >J3 tel que xa E Vf3 (x) et J'a: E Vf3{Y).
Or, étant xa; = X.;p(lX) et J'a = )'lp(a), on a )''P~a:)ESf3(x<p(td en vertu de la
propriété de Vf3 (z). De plus, étant ~(a') ~ œ ~ S, il vient Vlp\a:)(z)c Vf3 (z)
quel que soit Z E R. Par suite, on a Slp(ll) (XY":fl» C Sf3(XIp(lf»), il vient donc
Yip(lt) ESY'C!I') (xlp(œ). Ce qui contredit à la définition des points xlp(!I') et
)'ip(a:) , c.q.f.d.
Fonctions quasi-continues et fonctions continues. Soient x et ~.J
deux espaces quantitatifs et désignons respectivement par Vt1\(x) et
U.\(y) de voisinages dans l et ~).
Soit)' = f(x) une fonction d'un sous-ensemble Xc l dans ~T). Quels
que soient un point x et un suffIxe À, s'il existe un suffixe œ(x,.\) et
un point Y(x,'\) dépendants de x et de À, tels que
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alors j(X) est dite quasi-continue au point x.
Si f est quasi·conti~ue en chaque point de X, elle est dite quasi-
-continue sur X. En particulier, si le suffixe (~cx • •\) = œ est indépendant
du point x, on dit que f est uniformément quasi·continue sur X.
Dans la formule (*), si le point YCx, À) peut être remplacé par le
point ((X), f est continue au point x. En particulier, si le suffixe
œCx,À) et le point YCr,À) sont indépendants du point X, f s'appelle,
comme d'habitude, unijonnément continue sur X.
Ensuite nous considérons comme toujours l'espace composé de
deux espaces RI et R2 • En désignant par %Ci le caractère de Ri,
(i = 1, 2), le caractère de l'espace composé est représenté par ~XI x ~2
-et dont les éléments sont ordonnés par la règle que '(al , a 2) > ({31' (32)
équivaut à a l :2 {11 dans Ri, (i = 1,2).
En particulier, si R est monotone, son caractère ~ est filtrant à
droite. Dans ce cas, comme on le voit, les ensembles ordonnés ~l x ~(
et {(a, a)}, œ parcourant 'iT, sont confinalement similairesl ) deux à
deux. En outre, il est nécessaire de adopter un ensemble ordonné
tel que sa puissance est aussi petite que possible comme le caractère
de l'espace considéré. Par conséquent, nous devons adopter l'ensemble
ordonné {(a, a)}, a parcourant ~r. comme le caractère de l'espace R x R;
C'est ce qui signifie que les deux familles des voisinages V~/Xl) x V!t~(X2)
et VoJx l) x V~(X2) en un point (Xl' x::) dans R x R sont équivalentes
l'une l'autre, où al' tt2 et œ parcourent %f.
Ces préliminaires étant posés, nous allons démontrer le
Théorème 23. (1) Soit {(xf, x~)} un système caractéristique dans
R x R. Pour que le système converge vers un point (Xl' X 2), il faut et
il suffit que les systèmes {x~} et {xn convergent respectivelnent vers
les points Xl et X2 •
(2) Soit {(xf, xg)} un système caractéristique dans R x R. Pour
que le système s'attroupe vers un point (Xl' x2), il faut et il suffit qu'il
y a un sous-systè-me confinaI {qJ(œ)} de ~r, où qJ(œ):2 œ, tel que le
.système {XfcO')} converge vers le point Xl et le système {xf ca )} s'attroupe
vers le point x2 •
Démonstration. (1): Supposons d'abord qu'un système caractéris-
tique {(x~, x~)} converge vers un point (Xl' X2). Dans ce cas, le sys-
1) J. W. Tukey, lac. cit., p.ll.
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tème est résiduel avec lui-même dans -un voisinage quelconque
VlI\(X I ) x VlI\(x2). Il existe donc un suffixe {3 tel que (xi, xn E VlI\(x t ) x
Va\(X'~) pour r ~ {3. Par suite, on en déduire que le système {xl}
converge vers le point Xl' (i = 1, 2).
Inversement, si deux systèmes ordonnés {xf} et {xn convergent
respectivement vers les points XI et x2 , il existe alors un suffixe (1'
tel que xY E Va\(xJ et xI E V(l\(x~) pour tout r 2 {3, puisque le caractère
~l de R est filtrant à droite. Il en résulte que le système {(xf, x~)}
converge vers le point (Xl' x2).
(2): Soit {(x~, x~)} un système caractéristique et s'attroupant
vers un point (Xl' xJ. Par l'hypothèse, quel que soit œ, il existe un
suffixe ~(a) tel que cp(a) 2 a et (xf'«J, xr~a:)) E Va:(xJ x VaI(x2). Il en ré-
sulte que le sous-système {xrta)} de {xf} converge vers le point Xi'
(i = 1, 2). D'autre part, R étant monotone, le système {xra:)} s'at-
troupe sans doute vers le point x2 •
Réciproquement, soit {xi(aI)} converge vers un point XI et soit
{xr~aI)} s'attroupe vers un point x2 • Alors, quel que soit œ, il eXiste-
un suffixe f3 L tel que xfCfJ) E Va(x t ) pour tout 1=12: {jl' et pour chaque {j2
un suffixe r tel que r 2 (32 et x~''Y) E VlI\(x:!). Par conséquent, en tenant
compte du fait que ~{ est filtrant à droite, il existe pour deux suffixes
arbitraires a et (3 un suffixe r tel que (xi''Y), Xi'Y) E VQ\(x1) x VQ;(xz);
donc le système {(xf, x~)} s'attroupe vers le point (Xl' x z), c.q.f.d.
De même, on a les
Théorème 24. Si Rest lnonotone et à caractère compact, alors
l'espace composé R x R l'est également.
Démonstration. Soit {(xf, x;)} un système caractéristique dans
R x R. R étant à caractÈre compact, il y a un sous-système {xi,œ)}
de {x~} tel qu'il converge vers un point Xl. De plus, le sous-système-
{x~'a:)} de {x~} s'attroupe vers un point X~, puisque R est à caractère
compact. Donc le système {(x~, x~)} s'attroupe vers le point (Xl' x:)
selon (2) du théorème 23, c.q.f.d.
Théorème 25. Si R est monotone et à caractère cOlnplet, alors
['espace composé R x R l'est également.
Démonstration. Soit {(xf, x:)} un système caractéristique et fonda-
mental dans R x R. Alors, à chaque suff1Xe a correspond un point
(Yf, y:) tel que le système {(xf, x~)} est résiduel avec lui-même dans
le voisinage Vœ(yf) x VOI(Y:>; Ce qui montre que les systèmes {xf}
et {xn sont fondamentals dans R. R étant à caractère complet, le
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système -{xf} s'attroupe vers un point Xl et par conséquent il contient
un sous-systèlTIe {xi(a:)} tel qu'il converge vers le point Xl. Dans ce
cas, comme on le sait, le sous-système {x~«(1\)} de {x;} étant encore
fondamental, il s'attroupe vers un point X:l. Par suite, le système
{(x~, x~)} s'attroupe vers le point (Xl' x:!) selon (2) du théorème 23,
-c.q.f. d.
Pour avancer le raisonnement, nous posons d'abord une définition
nécessaire :
Une fonction biunivoque y = f(x) est dite quasi-homé01norphe, lors-
·qu'elle est quasi-continue et admet, en outre, une fonction inverse
·quasi·continue.
Deux ensembles X et Y situés dans deux espaces x et 1) sont
dits quasi-homéoJllOrphes, lorsqu'il existe une fonction quasi-homéo-
morphe y = f(x) qui transforme X en Y.
Cela posé, nous allons délTIOntrer le
Théorème 26. Soit y = f(x) une fonction quasi.continue d'un espace
additif et quantitatif l dans un espace quantitatif ID. Alors, l'ensemble
1 des points (x, f(x», x parcourant I, est quasi-homéomorphe à L
Dé1JlOnstration. Faisons correspondre à un point XE l un point
(x,f(x» de 1 et désignons cette correspondance par (x,f(x» = F(x).
Il est évident que F(x) est biunivoque.
f(x) étant quasi-continue sur l, quels que soient un point (x, y)
EIx V et son voisinage VŒ(X) x U,.(y), nous pouvons faire cor-
respondre à x et à À un suffixe ~ et un point y E~} tels que f( Vfl(x) )
c UÀ()Ï). En outre, l étant additif, il existe un voisinage V'Y(x) contenu
dans la partie commune VŒ(x)· Vfl(X). Par conséquent, il vient
Ce qui montre que la fonction F(x) est quasi·continue.
Réciproquement, il est évident que la fonction inverse de Ftx)
,est continue, donc èlle est à forte raison quasi·continue, c.q.f.d.
Ensuite considérons un prolongement d'une fonction quasi-continue
définie sur XcI; Pour cela, il est commode de considérer roscilla-
tion d'une fonction à un point.
Soit x un point de l et soit À un sufflXe donné d'avance. Si
l'on a
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quels que soient œ et Ji E ~), on dit que l'oscillation de la fonction f
au point x est supérieure à i -et désigne ce fait par symbole
(J)(f(x» > _.!.- •
..<
En outre, quel que soit ..<, s'il existe un voisinage Va; (x) et un point
y convenablement choisis tels que
f(Va(x) .X) c Ul.CY),
(ln dit que l'oscillation de la fonction f au point x est nulle, et on le
désigne par symbole
llJ(f(x» = o.
D'après cette convention, on a immédiatement le
Théorème 27. Pour qu'une fonction f(x) soit quasi-continue à un
point x, il faut et il suffit que (/)(f(x» = O.
Théorème 28. Soit f(x) une fonction arbitraire définie sur un
ensemble XcI. L'enselnble FA des points x pour lesquels on a
œ(f(x» >+est ferJné.
Démonstration. Soit x E~, alors on a Va;(x)' F l. * ifJ ql)el que soit
ll'. En prenant un point Xa; E Va(X) .F l. , il existe un voisinage Va(xa)
contenu dans Va: (X) et il vient f(V/i(xa)·X)cf(Va;(x)·X). De plus,
étant Xa: E F.\, on en conclut que ftV/i(.rà)· X) n'est contenu dans aucun
voisinage Ul.(Y), Ji E ~). Par suite, f(Va(x)· X) n'est contenu dans aucun
U>..cy), il vient donc llJ(f(x» > +. Il en résulte que x E FI., c.-à-d.
que F l. est fermé, c.q.f.d.
Théorème 29. Soient l et ~) deux espaces quantitatifs et possé-
dant le même caractère 21. De Plus, supposons que{) vérUie les deux
conditions:
( 1) ~) est à caractère complet.
(2) Quel que soit un sU.Uixe À E ~r, il existe un suffixe ft dépendant
de .{ tel que UjJ.(y) c UÀ(y), quel que soit y E ~).
Dans ce cas, si une fonction y = f(x) est quasi-continue définie sur
un ensemble Xc l, alors la fonction f se laisse prolonger d'une façon
quasi-continue définie sur un ensemble x* =>X qui est une partie com-
mune à un ensemble fermé et à un ensemble Ctl •
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Démonstration. Désignons par X* l'ensemble des points x de X
tels que m(f(x) = O. f étant quasi-continue sur X, il est évident
que XcX*.
Cela posé, définissons une fonction [-'Ir (x) comme suit:
Si Xli E X, alors on pose f* (xo) = f(xl .).
Si XCJ E X* - X, il existe évidemment un système caractéristique
{XIX} c X convergeant vers le point Xu ' Or, étant w(f(xn)) = 0, il
existe pour chaque suffixe ,i un suffixe p et un point y tels que
( 1 )
Cependant, le système {xa } convergeant vers le point xo , il est ré-
siduel avec lui·même dans V/i(xn); donc le système caractéristique
{f(X'œ)} dans ~) est aussi résiduel avec lui·même dans Ul\(Y)' Il en
résulte que, À étant arbitraire, le système {f(x(l\)} est fondamental.
Par l'hypothèse, 'V étant à caractère complet, il existe un point ad-
hérent )'0 de {f(xa)}; Cela posé, on pose f* (xo) = Yll 1).
On a ainsi une fonction y = f* (x) définie sur X* et il reste de
démontrer que la fonction f*(x) est quasi-continue sur X*.
Soit Xo E X* et soit VI'(x il ) un voisinage arbitraire, alors on a
( 2 ) f*(Vj'(xn). X*) = f*(V'Y(xo)' X) + f* (V'Y(xo)' (X* - X»
= f(Vj'(x ll ) ·X) + f*(V'Y(xo)' (X* - X».
En prenant un point )" Ef*(V.y(xo)· (X* - X», il existe un point
x' E Vj'(xn). (X* - X) tel que y' = f*(x'). D'après la définition de
f*(x'), il existe un système caractéristique {x et } formé de points de
X tel qu'il converge vers le point x' et f* (x') est un point adhérent
de {f(xa)}. Or, VI'(x,,) étant ouvert et x' E V'Y(xo), il y a un voisinage
V~(x!) tel que VfJ(x') c V-y(xo) et dans lequel {X(l\} est résiduel avec
lui-même. Par conséquent, {f(xa )} est résiduel avec lui-même dans
f( Vy(xu)) = j(V-y(xlI )· X); il vient donc y' Ef< VjI(xo)· X) et par suite il
en résulte que f*(V'Y(xo) ·(X* - X»cf(V.y(xo)·X). Par conséquent, on
a selon (2)
( 3 )
Or, étant lIJ(f(x ll»= 0, on peut faire correspondre à chaque ,i un
1) Si ~J vérifie la condition (1;*), comme on peut le facilement vérifier, l'ensemble
des points adhérents du système {!(Xa)} est formé d'un seul_ point. Dans ce cas la fonc-
tion f*(x) est uniquement définie.
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suffixe "Il tel que Up.(y) c U)..(y), quel que soit y E~, et il y a pour ce
tt un suffixe r tel que f(V.Y{xd)· X) C Up.(y) pour un point y convenable-
ment choisi. D'après (3), on a f*(V"j'(xn). X*) c U!J.(Y) et il vient donc
f* (Vy(.x·o) •X*) c UÀ(y). .< étant arbitraire, on a û,(f* (xo» = 0 et il en
résulte que f*(x) est quasi·continue au point XII.
Finalement, il est évident, selon la démonstration du théorème 28,
que X* = X - ~ F À où F.\ est un ensemble fermé et défini dans le
À { ~{
théorème 28; ce qui montre que le théorème est vrai, c.q.f.d.
A la fin de ce paragraphe, nous considérons une fonction dite
fonctioll-~.
a
Soient l et ID deux espaces possédant le même caractère ~( et
soit y = {(x) une fonction continue de x dans ~l). Soit a un suffixe
donné d'avance.
Quels que soient deux points Xl et X2 de l'image inverse j-l(y)
d'un point y quelconque, s'il existe la relation
Xl E S~(X2)'
la fonction y = f(x) est dite fonction-~
ft
Ceci étant posé, on a le
Théorème 30. Soient x et ID deux espace possédant le mé1n.e
caractère monotone ~l. De plus, soit l il caractère compact et soit ~) un
espace vérifiant la condition (Tl).
Si Y = j(X) est une fOllctioll-~, il existe un suffixe fi dépendant
ll'
du suffixe a tel que, quels que soient deux points Xl et x:! tels que
Xl ES~(X2)' il se trouve que
Démonstration. Supposons par impossible que, quel que soit {1, il
existe deux points x~ et x~' tels que
et
x étant à caractère compact, le système {x~} possède un sous-système
{x~(~)}, (cp(J3) 2: fi), qui conver ge vers un point x'. Par conséquent,
en posant x~ = x~(fJ)' le système {x~} converge vers le point x'.
D'autre part, le sous-système {x~(J3)} de {x~} étant confinaI avec
{x~}, si l'on pose x~' = X:(f3) , le système caractéristique {X~'} s'at-
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troupe vers un point x tl , puisque l est à caractère compact. Or, en
posant y' = f(x') et y" = f(x") , on' aura y' = y"; Car, ~ vérifiant la
condition (Tl), si l'on suppose que y' =F ylf, il existe un suffixe r tel
que, quel que soit un point y, le voisinage U,,/(y) est disjoint d'un au
moins des U,,/(y') et V.t(y"). Or, Uy(Y') et U/y") étant ouverts et
l'(x) étant continue, il y a deux voisinages V1)(x') et Vô(x'/) tels que
f(Vô(x'»cU,,/(y') et f(V,s(X"»CU,,/(y"), où 027.
Comme {x~} est résiduel avec lui-même dans Vô(x') et {x~'}, confinaI
avec lui-Inême dans V",(x") , il existe un suffixe s 2 a tel que
x~ E l!:.,(x/) et
Par conséquent, on a f(X~:2) E Uy(y') et !(X;;C2) E ~,(y"), et donc, selon
la définition de r, Uy(y) ne contient pas l'un au moins des f(x~(e)
et f(x~~;); d'où f(X~~2)) ESy(!(x~'(d). Cependant, étant q>(s) 2 s 2 a~ r,
on a f(x~(;) ES'f(E)(f(x~(;)); ce qui contredit à la propriété (*), il vient
donc y' = y'/.
Puis, nous allons démontrer que x' =F x". En effet, si x' ~= X'I, il
résulte que {x~} est résiduel avec lui-même dans V~(x') et {x~'}, con-
finaI avec lui-même dans Vœ(x") = Vœ(x'). Par conséquent, il existe
un suffixe ,9 tel que x~ E V~(x') et x~' E Va(x"). Donc les deux points
X~C.B) et x::~(3) appartiennent à Va:(x') , et il vient x~(f:l) E Scr,(x~(i). Ce fait
contredit à la formule ("*); on a donc x' =F x".
Des résultats obtenus plus haut, on a x' =\= x" et f(x /) = f(x").
Or, f(x) étant une fonction· ~. , il résulte que x' E Sa(x"); ce revient
à dire qu'il y a un point x tel que x' + x" E Vœ(x). Va:(x) étant
ouvert, il existe un suffixe r de façon que V,,/(x') + V,,(x")c Va(x).
Par conséquent, comme on le voit, il y a deux points x~ et X~1 tels
que x~ E Vy(x') et x~' E Vix!.'). Il en résulte que x~ + x~' c Vll\(X) et par
suite que x~({3) E S~(X~~B). Ce qui contredit à la formule (*), c.q.f.d.
§ 6. Les espaces à structure uniforme.
Un espace quantitatif est dit à structure uniforme, lorsqu'il existe
un régIement détenninant une relation par rapport aux proximités
parmi des points convenablement choisis1).
Nous considérons tout d'abord un théorème qui se rattache à
l'espace à structure uniforme introduit par M. WeHn.
Quant à 1) et 2), voir les notes au bas de la page suivante.
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L'espace introduit par M. "'Teil est l'un dans lequel la famille des
voisinages vérifie les trois conditions suivantes:
(uj Quels que soient un point x et un suffixe lf, le voisinage
Va: (x) est ouvert et x = œ f~l{Va:(x).
(U'!) Quels que soient deux suffixes a et {j, il y a un suffixe r
tel que, quel que soit x,
(U3) A chaque suffixe œ on peut faire correspondre un suffixe (3
tel que
quels que soient x et y.
Comme on le sait, tel espace est complètement régulier et l'in·
verse de cette proposition est aussi vraie. Cependant, nous pouvons
démontrer que l'espace quantitatif, additif et satisfaisant aux condi·
tions (l~) et (Us) est encore complètement régulier; à savoir, nous
pouvons démontrer le
Théorème 1. Un espace quantitatif, additif et satisfaisant aux
conditions (UI ) et (U'3) est cotnplètement régulier.
Four démontrer ce théorèn1e, nous donnerons tout d'abord deux
lemmes utiles.
Lemme 1. A un suffixe œ on peut faire correspondre un suffixe:
a tel que, quel que soit un enselnble E, l'inclusion suivante se trouve:
Démonstration. D'après (U'l) , on peut faire correspondre à un
1) Par exemple, Va:(x) étant un voisinage d'un point x, il existe alors un suffixe fj:
déterminé par œ et par x tel que, en symboles logiques:
(A) rVs(x)· Vj3(Y) ~~} ~ {Vf.I(y)c Va:(x)} , quel que soit y;
(B) {Va(;t)· Vj3(Y) ~~} ~ U E Va{x)} , quel que soit y;
(C) {y t Vj3(x)} ~ {Vp(y)c 1·-'a.(.'I:)}. quel que soit y;
(D) {x t Vf.I(Y)} ~ {VJ>(y)cVa:(x)}, quel que soit y;
(E) {x t Vp(y)} ~ {x t Va:(Y)} , quel que soit y,
et les cinq relations (a), (b), ... "', (e) obtenues par l'échange de x et de y dans les cinq
relations (A), (B), ... "', (E) respectivement.
Voir notre article: Sur les espaces à structure uniforme. Jour. of the Faculty of Sei.
Hokkaido Imp. Univ., Ser.I Vol. X (1943).
2) A. Weil: Sur les espaces à structure uniforme etc., Actualites Sci. et ind.,
(Paris), No. 551 (1938).
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suffixe a un suffixe Q'(œ) tel que
( 1 )
quels que soient x et y. De même, d'après (Ua)' au suffixe .p(œ) cor-
respond un suffixe 13 tel que, quels que soient x et y,
(2 )
Ceci étant établi, soit x un point de SfJ(S{3(E» et en tenant compte
de la définition de l'ensemble stelliforme S{3(S{3(E», il existe deux
points y et z tels qu'ils vérifient les trois relations suivantes:
(3 )
{4 )
{ 5)
(6 )
VfJ(x) . VfJ(Y) ::\= 1>,
VfJ(Y) . Vfj(z) =\= 1>,
Vfj(z)' E =F 1>.
Or, selon (3) et (2) on a, par l'échange de x et y,
·et en posant x = Z dans (2) et en vertu de (4), on a
( 7 )
D'après (3), (6) et (7), on a évidemment Vrp(tt)(Y)' Vrpca:;(z) * 1>. Par
suite, en posant x = z dans (1), on a Vrp(a:)(Y) c Va;(Z). Donc il vient
selon (6)
.( 8)
D'autre part, en posant x = y = z dans (2) et (1), on a V{3(z)
c Vrp(a:)(z) C Va:(z); Il en résulte selon (5) que
{9)
Par conséquent, d'après (8) et (9) on a XE Sa;(E); Ce qui montre que
Sfj(Sf3(E» c S,r,(E) , c.q.f.d.
Lemme 2. Soit C u.n ensemble ouvert et 1wu-vide et soit x E G.
Il existe alors u.n suffixe a détertniné par C et x tel que
Démonstration. G étant ouvert et XE C, il existe un voisinage
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Vy(x) contenu dans G. Cela posé, d'après (Uz) on peut faire cor-
respondre au suffixe r un suffixe ~ tel que
V,g(x) . V 13(y) =\= <P -+ V/3(Y) c Vy(x),
quels que soient x et y. Il en résulte, en tenant compte de la défini-
tion de Sj3(V/3(x», que S/3(Vj3(x»c V'Y(x); d'où S,R(x)c Vix). Par suite,
il existe un suffixe 0: déterminé par le lemme 1 tel que Sa;(Sa(x» c Sfj(x) ;
il vient donc Sœ(Sa;(x»c Vy(x)c G, c.q.f.d.
Ces préliminaires étant établis, nous allons donner la
Démonstration du théorèllle: Soit Xli un point et soit F un en-
semble fermé ne contenant pas le point XII' Il y a alors un voisinage
Vao(xo) disjoint de F; V'XII(XO) étant ouvert, il y a du lemme 2 un
suffixe al tel que
(1 )
Puis, quels que soient un ensemble E et un suffixe œIl' (n:2 1), il y a
du lemme 1 un suffixe 0:"+1 déterminé par a'i (et indépendant de E)
tel que
( 2)
Posons
. b . 1 dO di 1 1 1,et a un nom re ratIonne la Que r = ~ + - + + -, ou ni2 11 1 2n2 2nk
est un nombre naturel et n1 < 112 < < n.\:, faisons corr~spondre-
un ensemble ouvert Gr comme suit:
Gr = S'.I. (S'.I. ( .•. o •• (S'.I. (S'.I. (x»)····· .).lik 1I1c _ 1 "2 III
Or, r' étant un nombre rationnel diadique r' = 21 + 2~ + .
ml 1112
+ 21 tel Que r' > r, il existe évidemment un nombre naturel i de
"nIt
façon Que:
Par suite, en remarquant que ll i 2 mi + 1 et en tenant compte de
la définition du suffixe al!' on a
Gr. :J Sr.t.n..<E) :J Sant(SfJ.nt(E»
où E = S'X (S':l ( .•.. 0. (S'1 .(Xu) ) ••• 0 •• ) De plus on a du lemme 1mt-l 1/11_2 Ill: • ,
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S2nt (San/E )) :::J S2nl + 1 (Sani + 1 (Sall/(E»).
De même, en employant le lemme 1 à plusieurs reprises, on a finale-
ment:
Puis, nous définirons des ensembles ouverts Gt , (- 00 < t < 00),
-comme suit:
G f, - ~Gr pour o< t,~1,
'r~(
Gt R pour 1 < t,
G, - t/J pour t .s: o.
Dans ce cas, on peut facilement vérifier que, quels que soient t < t',
Ceci étant posé, nous définirons une fonction f(x) définie sur
l'espace considéré telle que:
f(x) = borne inférieure des t tels que XE Gt •
Alors, comme on peut le vérifier, f(x) est une fonction continue définie
sur l'espace entier telle que f(xù) = 0, f(x) = 1 pour tout XE F et
-0 .s:f(x) .s: 1, quel que soit XE R. Ainsi, la démonstration est établie,
,c.q.f.d.
Convergence d'un système de fonctions. Tout d'abord, nous pose-
rons les définitions:
Soit x un espace topologique et soit ID un espace quantitatif.
Soient y = q> (X) et 'J = {f(x)} une fonction et une famille de fonctions
définies de l dans ID.
Si l'on peut faire correspondre à un point Xo et à un suffixe À
arbitraire une fonction fC:r:(I1 À) (x) de ~ de façon que:
fc:'o,À)(xo) E UdfP(xlI)),
:alors nous dirons que la fmnille ~ converge vers la fonction fP(x) au
point XII.
De plus, si la fonction f(;I'o' À) (x) vérifie cette condition qu'il existe
un voisinage V(X~I) tel que
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f(x) E U),(qJ(x), quel que soit x E V(xo),
nous dirons que la famille % converge uniformément vers la fonction
qJ(x) au /Joint XII. En particulier, si la fonction fcxo'x)(X) est indé-
pendante du point x o , en d'autre termes, si, pour un suffixe ,{ arbi-
traire, il existe une fonction de tl, soit f>.(x), telle que
f>.(x) E UÀ(cp(x», quel que soit x,
alors nous dirons que la famille ~ converge uniformément vers la
fonction cp(x).
Cela posé, nous avons les
Théorème 2. Soit ~1 un espaccvérifiant la condition (B) et soit
%= {f(x)} une famille de fonctions continues de l dans ID. Si la
famille %converge uniforlnément vers une fonction <p(x) à un point xu ,
alors cp (x) est continue au point Xo •
Démonstration. D'après la condition (B), pour le point ç'(xu) et
un suffixe l. il existe un suffixe IJ. tel que
(1 )
quel que soit y. Encore, selon l'hypothèse que %converge uniformé-
ment vers la fonction <p au point X'o, il existe pour le suffixe /.1. une
fonction f(:(.11 .11.) (X) et un voisinage Vt(xu) de façon que
(2 )
quel que soit x E VI (XII). D'autre part, Up.(<p(xlI») étant ouvert et
fc,,"o'p.) (xu) E Up.(cp(xu), il existe un voisinage U,(f(c(o,/l.) (XI)) tel que
( 3)
De plus, f(~\.• /1.) (x) étant continue au point xu, il y a pour le voisinage
U..,(fcxu' p.) (XII» un voisinage V2(X II ) tel que
(4)
l étant un espace additif, il y a un voisinage V(x ll) contenu dans
le produit V1(Xo)· V2(XiO)' Cela posé, si l'on prend un point XE V(X11),
alors en tenant compte de (2), (4) et (3), on a selon (1)
Ce qui montre que <p(x-) est continue au point Xp , c.q.f.d.
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L'inverse du théorème 2 en un sens, c'e5t le
Théorème 3. Soit ID un espace vérifiant la condition (d) et soit
%:.= {f(x)} une famille de fonctions continues définies de x dans ~). Si
% converge vers une jonction q>(x) et celle·ci est continue à un point xo ,.
alors %converge unijorménzent vers lu fonction q>(X) au point X'o.
Démonstration. D'après (d), il existe pour U\(qy(xo)) un suffixe {J.
tel que
(1) Y E U/J.(qy(xo» ~ U/J.(qy(xo» c U~.(y), quel que soit y.
% convergeant vers q>(x), pour /.l et Xo il existe une fonction
f(:I'o' /Jo) (X') telle que
(2 )
(3 )
D'autre part, f(;1"(I' IL) (x) étant continue au point XII' il Y a un voisi·
nage Vi (X(l) de façon que
( 4 )
De plus, qy(x) étant continue au point xo , il Y a un V2(XO) tel que
( 5 )
Or, X étant un point d'un voisinage V(xu) contenu dans la partie
commune Vi(XO)' V2(XO), alors on a Up.(<f(xo» C Ult.(qy(X» selon (5) et (1),
et f(~IJ' IJ.) (X) E U,JCP(x lI» selon (4) et (3). Par conséquent, on a
f(,:o'lJ.) (x) E U;..(cp(x»,
quel que soit XE V(X'o). Ce qui montre que la famille % converge
uniformément vers la fonction cp(x) au point xu , c.q.f.d.
Théorème 4. Soit x un espace jouissant de la condition (C). Soit
F un ensemble à caractère compact en soi {ùms l et soit ~ = {G} une
famille d'ensembles ouverts, qui couvre F. Alors, il existe un suffixe a
déterminé par F et ~ tel que, quel que soU un point XE F, le voisinage
Va.(x) est contenu dans un ensemble G de ~.
Démonstration. Supposons au contraire que le théorème ne soit
pas vrai, c.-à-d. que pour chaque suffixe a il existe un point x~ E F
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tel que le voisinage Va«xaJ n'est contenu dans aucun ensemble de ~.
Or, si l'on considère l'ensemble des points {x~} comme un système
caractéristique, F étant à caractère compact en soi, il existe un point
adhérent de lui, qui appartient à F, soit x. Etant XE F, il existe un
ensemble ouvert G de ~ de façon que XE G; il existe donc un voisi-
nage Va(x) tel que
(1)
D'autre part, en vertu du la condition (C) il existe pour V~(x) un
suffixe {j déterminé par x et a tel que, quel que soit y,
(2 )
Cependant, x étant un point adhérent du système {xa<}, il y a un
suffixe r ~ {j tel que
(3) Xy E V,a(x).
Etant r ~ p, on a Vy(xy) C V 13 (x.,,); il vient donc V~(Xy)C V~(x) selon
(3) et (2). Par conséquent, on a Vy(xy)C G selon (1). Nous aboutis-
sons donc à une contradiçtion, c.q.f.d.
Du théorème on a les
Corollaire 1. Soit F un ensemble à caractère compact en soi dans
x et soit ~) un espace quantitatif. Soit y = f(x) une fonction quasi-con-
N'nue de F dans ~). Alors la fonction f est uniformément quasi-con-
tinue sur F.
DéJnonstratioJl. f(x) étant quasi-continue sur F, à un suffixe i. et
à un point x E F correspondent un suffixe a et un point y* E~) tels
que
(4)
A chaque point XE F faisons correspondre le vOlsmage Y,(x)
ainsi définis, alors la famille des voisinages {V:l(X)} couvre l'ensemble
F. Par suite, il y a du théorème un suffixe ;3 dépendant de F et de
{Va;(x)} tel que le voisinage V{i(x) d'un point XE F est contenu dans
un ensemble Va(x') de {Va;(x)}, où x' E F. Donc en tenant coœpte de
la formule (4), on a
Ce qui montre que f(x) est uniformément quasi-continue sur F, c.q.f.d.
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Corollarie 2. Soit F un ensemble à caractère conlpact en soi dans
x et soU ~ = {M} une fanûlle d'ensembles fermés Mc F de façon que
la partie comnlune à tous les ensembles M est vide. Alors, il existe un
suffixe a tel que, quel que soit XE F, le voisinage Va; (x) est disjoint
d'un au 'moins des ensembles de ~.
Démonstration. En posant CM = l - M pour chaque ensemble
M E ~, chaque Cx est ouvert et la somIne de tous les ensemble CM
couvre F. Donc il existe en vertu du théorème un suffixe a tel que
le voisinage Vœ(x) d'un point XE F est contenu dans un ensemble CM'
Donc Vœ(x) est disjoint d'un ensemble au moins de %, c.q.f.d.
Corollaire 3. (Lemme de Lehe:;gue). Supposons de plus que!
est monotone. Soit F un ensemble à caractère compact en soi et soit
~ = {F;} une famille de nombre fini d'ensembles fermés Fi, (i = 1, 2,
... "', n). Alors, il existe un suffixe a tel que, quel que soit XE F, la
partie commune aux ensembles Fi possédant au moins un point COm1JIUn
à Vœ(x) est non-vide.
n
Démonstration. Si JI Fi =F 11, le lemme est évidemment vrai. Donc
1:=1 n
nous supposons à présent que JI Fi = </J. Désignons par %* la famille
i=l
de tous les 'paires de nombre fini (F: , 'F;", '" "', F,.) d'ensembles de
l _ j.l
6. Soit (Fi , Fi , , F';) un élément de ~* tel Que JI Fi = 11 et
l 2 j k= L 4;
nous l'appelons le premier espèce. Alors, pour un élément de premier
espèce de %*, il existe selon le lemme 2 un suffixe ~ = ~ (Fi , F; ,
l 2
...... ,FI.) déterminé par lui de façon que, pour chaque point XE F,
J
le voisinage V{3(X) disjoint d'un au moins des ensembles ~l' •••••• , ~ i
appartenant à l'élément. Or, 6* est de puissance finie, il existe donc
un suffixe a supérieur à tous les suffixes {j (Fi' Fi , ...... , FI) définis
1 2)
plus haut, puisque le caractère ~( de l'espace est filtrant à
droite.
Par la définition de Cf, il est clair qu'un élément {Fi' Fi , ...... ,
l 2
Fi) de ~* dont chaque ensemble FI;.: possède au moins un point
commun à Vœ(x) n'est pas de premier espèce, c.q.f.d.
Sép~rahilité. Théorème 5. Soit R un espace séparable d'ordre
~>.~l) (= m) et vérifiant la condition (D). Si l'on excepte de R un en-
semble de l-re catégorie convenablenwnt choisi, le sous-espace restant
1) Un ensemble E est dit séparable d'ordre ~~. ~, lorsqu'il existe un sous-ensemble
D cE de puissance ~ ~ ~ tel que Ï5 = E.
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est parfaitement séparable d'ordre ·~~1).
Démonstration. R étant séparable d~ordre ~f' il existe un en-
semble D de puissance .~ ~ tel que R = D. Soit D = ~ x" où Test
7 t T
un ensemble de puissance~ ~. Cela posé, à chaque point X 7 nous
faisons correspondre la famille des voisinages {V~(X'T)}' (a E ~l), et
posons Ca = ~ Va:(x-;-) et Fa; = R - Cft." Alors, étant De C fn Ger. est
'T.T
ouvert et partout dense dans R et Fa: est donc non-dense; par suite
~ Fœ est de l-re catégorie. Posons R* = R - ~Fnl et nous allons
œtW a;
démontrer que R* est parfaitelnent séparable d'ordre ~,~.
Considérons la famille {V~(x,)} dont la puissance est ~ ~. x étant
un pOint quelconque de R*, on a XE llGd • D'où XE GC(, pour tout a'.C(,
Il existe par suite un ensemble ouvert V~(X'T) contenant le point x et
donc il existe un voisinage Vix) contenu dans Va(x 7 ).
Réciproquement, VC(,(X) étant un voisinage de XE R*, d'après la
condition CD) il y a un suffixe p tel Que
Quel Que soit y.
Or, étant X E il Ga;, il est évident que XE Gf3 , il existe donc unC(,
voisinage Vf3(x,) 3 x, où x 7 E D. Par conséquent, en tenant compte de
la formule (*), il vient XE V 13(x-;-) c Vix).
Des résultats obtenus plus haut on peut dire que R* est par-
faitement séparable d'ordre .~ ~, c.q.f.d.
Théorème 6. Soit R un espace vérifiant la condition (D). Si pour
chaque suffixe a' il existe une ft let--: - de puissance ~~. f' l'espace R
est séparable d~ordre ~.~ où .~ ~ = ~.
Démonstration. Pour un suffixe lt désignons par DC(, une filet-~
a
de puissance ~ .~ f. Alors la somme D = ~Da est aussi de puissance
er·
s: ~ ~ . Il s"agit de démontrer Que lJ = R. Maintenant, supposons
par contre qu'il existe au moins un point x n'appartenant pas à Jj ~
alors TJ étant fermé, il existe un voisinage Vas(.r) disjoint de D. Or,
------
1) Un ensemble E est dit parfaitement separable d'ordre ~.f' lorsqu'on peut sans
altérer la fermeture dans E, adopter pour les différents points x de E des voisinages
appartenant à llne même famille d'ensembles ouverts, cette famille, indépendant de x,
ayant une puissance ~ ~ f .
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pour ce œ il existe selon la condition (D) un suffixe ;1 satisfaisant à
la formule (-)(-) dans ]a démonstration du théorème 5; par suite, on a
Sf3(x) e Vœ(x). Il en résulte que Sf3(x) -Df3 = ifJ; par suite on peut dire
que Dfl n'est pas dufilet·- ~. Ce qui est une contradiction, c.q.f.d.
Corollaire 1. Un ensemble borné est séparable d'ordre ~. ~ .
En effet, si un ensemble E est borné, pour chaque suffixe œ il
existe une filet.~ de puissance ~~ dans E. L'ensemble E est doncCl: .
séparable d'ordre -~,~.
Corollaire 2. Un ensemble à caractère compact est séparable
d'ordre ~~.
En effet, un ensemble à caractère compact est borné selon le
théorème 20 dans S5.
Connexité. Nous considérons à cette place-ci un espace R véri-
fiant la condition (BJ):
Soit VQ:(x) un voisinage arbitraire d'un point x. Alors il existe
deux suffixes /1 et r déterminés par œ et x tels que
Vf3(X)' V'Y(Y) =\= ifJ -> y E V;~(x),
-quel que soit y.
Th~orème 7. Pour qu'un espace quantitatif vérifie la condition
(BJ, il faut et il suffit que, quel que soit un ense'mble E, la fermeture
de E coïncide avec la partie commune aux fenne/ures de Ocr,(E) , en
posant Ocr.(E) = b Vœ(x).
xt Il
DémonstraNon. Nécessité: E un ensemble arbitraire. Par défini-
tion de Oa(E), il est évident que Ee Oœ(E), quel que soit œ, et donc
Be TT O(AE). Par suite, il s'agit de démontrer que B~ TT Oa(E). Or,
Q: cr,
si x est un point n'appartenant pas -à R, E étant fermé, il existe un
voisinage Vœ(X) sans point commun avec E; donc selon la condition
{BI) il existe deux suffixes {3 et r tels que Vf3':x)' V/y) =F rP ~ Y EVa/X)
quel que soit y; de la contraposition de cette implication, on a
y E VlIl(x) ~ Vf3(X)' V'Y(Y) = f/J, et donc Vf3(X)' 0'Y(E) = ifJ. II en résulte
que XE 0'YCE). C'est la conséquence que nous avions en vue.
Suffisance: Soit X un point et soit VlIl(x) un voisinage de x. Si
l'on pose F = R - VQ:(x), F est fermé et ne contient pas le point x.
'Or, par l'hypothèse posée, on a F = Il O«(F); Etant XE F, il existe un
(1,
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suffixe r tel que x "EO"((F), et par suite il existe aussi un suffixe ij tel
que V;3(X)' O..AF) = ifJ; Ce qui montre que si y E F = R - Va/x), alors
V/3(x), V;lY). = tP; C'est la contraposition de la condition (BI)' c.q.f.d.
De la démonstration de suffisance du théorème, on peut im-
médiatement déduire le
Corollaire. Un espace vérifiant la condition (Bl ) est régulier.
Théorème 8. Un espace R monotone et satisfaisant aux conditions
(Tl) et (BL) vérifie la condition (Tl).
Délnonstration. Un ensemble formé d'un seul point est fermé,
puisque l'espace vérifie la condition (Tl)' Donc en tenant compte du
corollaire précédent, pour deux points distincts x et y il existe deux
suffixes (3 et r tels que V~(x)'Vy(Y) = ifJ. Par suite, en posant FI
= R - V;q(x) et F z = R - V.y(y), ils sont fermés et satisfont aux con-
ditions:
Ft + F; =' R, XE Fi et YE F~.
D'après le théorème 7, il vient Ft =..-: If O(t(F1) et F2 = If Oex(F'z). Par
conséquent, étant x EFt et y EF'}., il existe quatre suffixes Pl' rt, (32 et r2
tels que Vfl/X)' Oyl(F1) = ifJ et V~}y)·OY2(F2) = ifJ. D'autre part, l'espace
étant monotone, pour ces suffixes (31' r), (32 et r:! il existe un suffixe
a tel que Va;(z) C Val(Z) . Vyl(Z) . V f32(z)' V"(/z), quel que soit Z E R. Con-
sidérons pour ce il' un voisinage Vu(z) d'un point Z quelconque. Alors,.
F: + F z étant l'espace tout entier, Z appartient à l'un du l'autre des
FI et Fz ; par conséquent, si Z E Ft, il est évident que V;~(x)· Ver,(z) = ifJ.
De même, si Z E F 2 , il vient Va;(Y)' Va;(Z) = ifJ, c.q.f.d.
Théorème 9. Soit R un espace à caractère conzpact et vérifiant la
condition (BI) et soient FI et Fz deux ensembles fennés non-vides et dis-
joints. Alors, il existe un suffixe il' tel que Oa;(F1)· OcAF2 ) = ifJ.
Démonstration. Supposons par impossible que Ocr,(FJ). Oa;(F2) =\= 1>,.
quel que soit a E ~1. Prenons un point Xex E Oœ(F;)' Oa(F2) et considérons
le système caractéristique {xœ}. R étant à caractère compact, il
existe au moins un point adhérent de {XIX'}, soit x. D'autre part, si
i3 ~ a, il vient O~{FJ'Op(F2) c Oœ(FI ). O,AF2); par conséquent, on a x{3 E
Oa,(F1)· Oœ(F,J. De là on peut dire que le système {xa.} est résiduel
dans O(f,(F1)· Oex(F2) , quel que soit a. Il vient donc x E If Oo;,(F'..)· O~(F2).
Par suite il vient x E FI .Fz selon le théorème 7; nous aboutissons
donc à une contradiction, c. q. f. d.
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Théorème 10. Soit R un espace monotone, à caractère C01Jlpact et
satisfaisant aux conditions (Tl) et (BI)' et soit {Fa} une famille d'en-
sembles fennés et non-vides tels que
1) Fflc Fa si (j 2 tl',
2) Fa est enchaîné-~ .
.x
Alors la partie commune il F«, est COJlnexe.
a·
DéJJlOJlstratioll. D'après le théorème Il dans § 5, la partie com-
mune F = 1T Fa, est non-vide et fermé. R étant à caractère compact,
a
F est à caractère compact en soi.
Maintenant, supposons par contre que F ne soit pas connexe,
c.-à-d. que F soit décomposable en deux ensembles fermés non-vides
et disjoints tels que F = FCI) +F(2) et F(I)· F(2) = ifJ. Il est évident
'Que FCI) et F(2) sont à caractère compact en soi. Par conséquent, il
y a du théorème 9 un suffixe ~ tel que
( 1 )
En posant G = OÀ(F~I») + O>..(FC2», G est ouvert et Fc G; par consé-
quent, si l'on pose Ret = Fa, - G, Ha est ferlné et à caractère com-
pact en soi et H{3 c Ho; si f3 2 a. En outre, étant lJ H«, = If (Fet - G)
== il F«, - G = r/J, il existe du théorème Il dans § 5 un suffixe Il tel que
«, .
Hp. = r/J, c.-à-d. que
( 2)
Par suite, en posant F~o = Fer,· Oll,(FCl» , (i = 1, 2), pour il:' 2 IJ, il vient
( 3 ) Ci := 1, 2),
Dans ce cas on peut démontrer que F~I) est fermé et à caractère
compact en soi, Pour ce but il est suffisant de démontrer que F~l)
est fermé. Or, il est clair que Fa,c O,dFC'» + O>..(FcJ» pour il:' >!~. Il
vient selon (1) et (2)
F~l) = Fa· O>..(FCl» C Fa· O,\(FCl»
= Fa· O;..(FCI) c (O>..(F('» + O>..(F~2»). 0>.. (FCl» = O>..(F~I).
Il en ,résulte que, étant F~l) c Ffi" on a F~l) c Ffi,· O>..(F(1» :c.-= F:~l); ce qui
montre qui F~l) est fermé. De même, F~2) est fermé. Par consé-
quent, selon la formule (3) on peut dire que Ffi" (a ~ fJ.), n'est pas
.connexe. En vertu du théorème 22 dans § 5, il existe un suffixe {1 tel
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que PD., (œ 2: ,u), n'est pas enchaîné- ~. R étant monotone, on peut
choisir un suffixe r tel que r 2: f.1. et r 2: /3; Alors, l'ensemble Fy
n'est pas à forte raison enchaîné-J-. Nous aboutissons donc à une
r
contradiction, c.q.f.d.
Prolongement de fonctions bicontinues. Nous donnerons à la fin
une généralisation du ~héorème de Lavrentieff proprement dit:
Théorème Il. Soient l et ID deux espaces monotones et à carac-
tère complet satisfaisant aux conditions suivantes:
1) Ils possèdent le lnêlne caractère ~r.
2) Ils satisfont à la condition (D).
3) Quel que soit un suffixes .<, il Y a deux suffixes 11. et v dépen-
dants de J. tels que VJL(X) c V\(x) et U.Jy)c U>..(y), quels que soient deux
points x E l et y E ~).
Sous cettes conditions, toute homéomorphie entre deux ensembles X
et Y situés dans les espaces l et ~1 respectivement se laisse prolonger
sur deux ense1Jzbles Gd situés dans ces espaces.
Démonstration. Soit y = f(x) une fonction bicontinue, définie sur
X telle que Y = f(X) et soit x = g(y) la fonction inverse de f.
D'après le théorème 29 dans § 5, on peut prolonger la fonction f d'une
façon Quasi·continue à une fonction f* définie sur un ensemble
X* =>X qui est un G'I en vertu de ce fait Qu'un ensemble fermé est
un Cd selon la condition (D)l'. De plus la fonction f* est, en effet,
continue sur X*, puisque ~1 vérifie la condition (D)2). De même ma-
nière, on peut prolonger la fonction g à une fonction continue g*,
définie sur un ensemble y* => Y Qui est un C'f.
Puis, dans l'espace composé l x ~) posons
1 = l'ensemble des points (x,f*(x»), x parcourant X*,
J = l'ensemble des points (g* (y), y), y parcourant Y*,
et désignons respectivement par M et J.V les projections de la partie
commune 1·J sur l'axe l et sur l'axe V. Alors, la fonction 1* est
manifestement une homéomorphie entre M et N.
Finalement, il reste de démontrer que M et N sont des Cil.
Comme on le sait, l étant un ensemble fermé dans X* x ID et X*
1) T.Inagaki, lac. cit., pp. 190 - 191.
2) T. Inagaki, lac. cit., pp. 203 - 204.
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un Gd dans l, l est un Gd dans I x ~J. De même, ] est un Gd dans
l x ~). D'autre part, en désignant par h(x) = (x, f*(X)) la fonction
biunivoque de X* sur l, selon le théorème 26 dans § 5 h(x) est une
quasi-homéomorphie entre X* et 1. Or, l et ID étant additifs et
verifiant la condition (D), l'espace composé x x ID l'est également1) et
par conséquent h(x) est en effet une homéomorphie entre X* et L
Cela posé, 1·J étant un Gd dans l, l'image inverse M = Jz-l(l.J) est
un G" dans X*, et donc M est un G'l dans :E,. puisque X* est un G,r
dans:E. De même, N est un G'I dans ID, c.q.f.d.
(Suivre)
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